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KAPITEL 1

EINFUHRUNG

Bei der mathematischen Modellierung von (Giedichtnismetallen betrachtet man das fol
trachte n das folgende

System von partiellen Differentialgleichungen:

Ut — [U (ul'v 0)];,- & 72uzxxr =0

(1)
0[S (uz,0)); — Kbzz = 0.

Dabei ist u die Auslenkung, @ die absolute Temperatur, die positive Konstante x der Wa
er armme-

leitungskoeflizient und 7 eine positive Konstante. Die Spannung ¢ und die Entropi
cntropie S

ergeben sich aus der freien Energie F
2
F(0,¢,e) = Fo() + 0Fi(e) + Fa(e) + 7753 :
Wie iiblich bezeichnet & = ug die Deformation. Wir definieren nun

o(e,0) = (6—5(6’5”0)’

5(5,0) = —%g(e,ez,()) ’

Zur Herleitung des Systems (1) und zu obigem Ansatz der freien Energie vergleiche die A
| > ne r-
beiten von Falk [4 — 6], Spreke

Literatur. Eine Form von F, die d

ls und Zheng [10] sowie die in diesen Arbeiten angegebene

as experimentell beobachtete Verhalten von Gedéachtnis
metallen sehr gut wiedergibt, ist

F(0,¢,€x) = Fo(6) + r(6 = 0))e? — ane® + ase” + 77“53 :
Eine typische Wahl von Fo ist

Fo(6) = co (0 = 01og0) + C.

e IRT die spezifische Wirme und C' eine feste Konstante. Diese Wahl
: se Wahl von

n Spannungen

“’lf I‘l)("l lSt ]
v Gy
a. Nl“ bfi hOhtIl ’](lnpe}dt,lllel (0 fe- () )

I fiihrt zu in ¢ nichtmonotone
r verschiedene Temperaturen 6. Die

Die Abbildungen 1.1-1.3 zeigen o fii
asen (M- und My-Phase). Fiir

Ist o monoton.
tsprechen den martensitischen Ph

beiden Aufleren Zweige en
liegt auBerdem eine Austenit—Phase (A-Phase) vor (vgl

lemperaturen im mittleren Bereich

Falk [4 — 6], Sprekels und Zheng [10]).




Das Ziel dieser Arbeit ist es, Travelling-Wave-Losungen zu finden, die Uberg‘«inge S -
diesen Phasen realisieren. Zu diesem Zweck bringen wir die Gleichung (1) zunichst auf

Erhaltungsform und formen sie anschlieBend in ein System erster Ordnung um. Die totale

Energie
— 1 2
E=F+0S+ :Z_ut

ist eine ErhaltungsgroBe. Fiir sie ergeben sich die Identitéten

oF oF g oF
E, = ?9?9‘ + &—um + Y UgpUtzz + O -5 + 0S5, + uuy

= Utz + 'YZszut:m: + kb + Ut (O'r - 72uz‘a:z-z)
= (out), + Kbzz + 72 (UpzUtz), — v? (UtUzzz), -

Die Temperaturgleichung aus (1) ersetzen wir durch die Gleichung

E: = (Uut):: + kblpz + 72(uxrutr):: - ’72(U¢UIII)I .

Mit der Geschwindigkeit v = u; und der Deformation € = u, erhalten wir das folgende, zu
(1) dquivalente System

&t = Vg,
@) v = [0 (6, O — Vesaz

Ey = [0’ (5,9) v]x + kOzz + 72 (ngz)z -5 (v 5::::)1: )

Die erste Gleichung ist dabei eine Kompatibilititsbedingung, die garantiert, dal man aus

(¢,v) wieder die Auslenkung u gewinnen kann.

~d

M

Abbildung 1.1: § > 6°
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Abbildung 1.2: 8 € (61,07)
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Abbildung 1.3: 8 € (0, 01)

Unter Travelling-Wave-Losungen des Systems (2) verstehen wir Losungen, die nur von der

Variablen z = ’—;’—‘ abhingen, d.h. Losungen der Form

(m=2(27). e =9 (28) o0 =7 (252),

v




die fiir z — +0o konvergieren. Dabei ist s € IR die Geschwindigkeit der Welle. Im weiteren

werden wir zwischen den Funktionen €, v, ¢ und £, v, 0 nicht mehr unterscheiden. Aus dem

Zusammenhang wird klar sein, welche Funktionen gemeint sind. Setzt man diesen Ansatz

in das System von Erhaltungsgleichungen (2) ein, so erhalt man

1
._ie,___v/:o’
Y v
’ S / "
(3) —;v —;0 +75 =1,
B L TR | PPN K i
gt o tey) - () - 50" =0,

Y 7

Dabei bezeichnet ’ die Ableitung nach der Variablen z. Wir suchen Losungen, fiir die gilt:

lim (5,1),6’)(2) = (e-,v-,0-)

2——00

und lim (g,v,0) (2) = (€4, v+, 04).

22— 00

Dabei seien €—,64, V-, V+ € JRund 0_,04 € IRt Integrieren wir das Gleichungssystem (3)

von —oo bis z auf und multiplizieren mit 7, so erhalten wir

—s(e —€-) —(v—v-)=0,

—s(v—v_)— (c—0_)+e" =0,

—s(E—-E-)—ovto-v- +5”v—s’v’-—s 0 =0.

Das nichste Ziel ist es, v aus diesen Gleichungen zu eliminieren. Wir setzen die erste

Gleichung aus (4) in die sweite ein und erhalten

52(6—6_)——(0—0_)4—6”:0.

(5)

Fiir die totale Energie E gilt (bemerke € = €)

ST
E: F+95+:2—’l)1
! »
— Rol0) — 0F5(0) + Fa(e) + 5 ()" + 5v°

Fiihren wir die Abkiirzung
T = Fo(0) — 0F3(0) + Fale)

ein, so ergibt sich aus der dritten Identitat in (4)

s 2
U+‘(€)+2 -

9 1 T 1
_S< ; TUZ—"U_——U?->*0v+0'_v_+€”1)—€/vl—f9/:0~
v




Vermoge der Identitaten (siehe (3) und (4))

; 1
;‘lé(v‘Z —-v2)= 50— v_)(v+v-)
und v—v_ =—s(e —¢€-)
ergibt sich
g s

(T =Ty +sa-(e—e-)+gle—e) +5(E) -

Die Gleichung (5) schreiben wir als ein System erster Ordnung, so dafB sich insgesamt das

folgende System ergibt

gl =,

w’:a—a_—sz(s—e_),

(6)
¥ [Ee T 52 g s L g
0':_<-U+U_+0—(€-5—)+7(5—5-)“+§“} :

K

AuBerdem miissen die Losungen von (6)

lim (¢, w,0)(2) = (e-,0,0-)

72— —

lim (e,w,0)(z) = (€4,0,04)

22— 00

und

erfiillen. Die Zustinde (e-,0-) und (e4,04) sollen dabei verschiedene Phasenzustinde
gefunden, so erhalten wir die Geschwindigkeit v

realisieren. Haben wir solche Losungen

mittels der ersten Identitat aus (4).

Wir gehen folgendermafen vor:

In Kapitel 2 behandeln wir das isotherme Problem, d.h. den Fall konstanter Temperatur.

In diesemn Fall miissen wir die Gleichung

¢ = o(e, ) = oe-,0) — 8" (e —¢-)

untersuchen. Dabei ist g € IR eine feste Temperatur. Wir werden einen Satz bewei-
sen, der charakterisiert, unter welchen Voraussetzungen Travelling-Wave-Losungen existie-
ren. Der Beweis dieses Satzes nutzt im wesentlichen die Existenz einer Hamiltonfunktion
fiir die isotherme (ileichung aus. Dann diskutieren wir anhand einiger Beispiele mogli-

che Phaseniiberginge bei Gedichtnismetallen. SchlieBlich betrachten wir das Verhalten der



Travelling-Wave-Losungen fir y — 0. Wir zeigen die Konvergenz gegen eine schwache

Losung des Systems

€t = Vg,
vy = 0(€,0)z .

Um die Existenz von nichtisothermen Travelling-Wave-Losungen zu zeigen, werden wir den
Conley-Index benutzen. Der Conley-Index ist eine topologische Invariante fiir isolierte inva-

riante Mengen. Er besitzt eine Additionseigenschaft und ist invariant gegen geeignete stetige

Stoérungen. Insbesondere die Additionseigenschaft wird entscheidend in den Existenzbeweis

eingehen.
Kapitel 3 gibt zunachst einige Aussagen iiber den Conley-Index an. In Abschnitt 3.2 fiihren

wir mit Hilfe des Conley-Index einen weiteren Beweis fiir die Existenz isothermer Travelling-

Wave-Losungen. Die dabei benutzten Konstruktionen benotigen wir in Kapitel 4 fiir den

nichtisothermen Fall.

Im Kapitel 4 untersuchen wir zunichst die Ruhepunkte des Systems (6). In Abschnitt 4.2

zeigen wir die Existenz einer starken Ljapunovfunktion. AnschlieBend werden einige Eigen-

schaften der Ljapunovfunktion und der Ruhepunkte gezeigt, die wir dann im Abschnitt 4.3

benétigen, um die Existenz von nichtisothermen Travelling-Wave-Losungen zu zeigen.

An dieser Stelle noch einige Bemerkungen zur Literatur. Das grundlegende Werk iiber den

Conley-Index ist die Monographie von Conley [2]. Eine weitere gute Einfihrung in diese

Theorie bietet der Teil IV im Buch von Smoller (8]. Anwendungen des Conley-Index auf

Travelling-Wave-Probleme, die zum Teil auch in dieser Arbeit Verwendung finden, stammen

von Conley und Gardner [3]. Ihre Idee bestand darin, einen Index fiir parameterabhangige

Differentialgleichungen zu konstruieren. Die Arbeit von Grinfeld [7] ist eine Anwendung die-

ser Ideen auf Phaseniibergange in van_der—Waals-Fliissigkeiten. In dieser Arbeit werden die

Uberlegungen von Clonley und (iardner auf Phaseniibergange bei Gedachtnismetallen an-

gewendet. Im Gegensatz zu Phaseniibergangen bei van-der—Waals-Fliissigkeiten hat man

in diesem Fall keine Viskositat. Die Arbeiten von Falk [4 — 6] behandeln Travelling-Wave-

Lisungen im isothermen Fall. Diese Arbeit verallgemeinert die Ergebnisse von Falk und ist,

soweit mir bekannt ist, die erste Arbeit zum nichtisothermen Problem.

Ich méchte die Gelegenheit nutzen, um Herrn Prof. Dr. H.W. Alt und dem SFB 256 fiir

die Bereitstellung der Arbeitsbedingungen zu danken, die es mir ermoglichten, diese Arbeit

anzufertigen.
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KAPITEL 2

TRAVELLING—WAVE-LOSUNGEN IM ISOTHERMEN FALL

In diesem Kapitel sollen die isothermen Travelling-Wave-Losungen analysiert werden. Das

bedeutet, wir studieren die Gleichung
(7) ¢ = a(e,0) — oe=,0) — s*(e —-).

Dabei sei 8 € IRY eine feste Temperatur. Im folgenden verwenden wir die Abkiirzung

o_ = 0(5_,5)_ Da wir an Travelling—Wave-Losungen interessiert sind, die Zustande aus

verschiedenen Phasen miteinander verbinden, werden wir uns auf das Studium von Losun-

— 400 verschiedene Werte annehmen. Wir beweisen zunachst

o

gen beschrinken, die fir 2

einen Satz, der charakterisiert, wann solche Losungen existieren, und geben im Anschlufl

einige Beispiele an, wie sie im Zusammenhang mit Gedachtnismetallen auftreten.

2.1 BESTIMMUNG DER ISOTHERMEN TRAVELLING -~ WAVE—LO SUNGEN

1 notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz

In dem folgenden Satz werde

von Travelling-Wave-Losungen angegeben.

2.1 Satz:
Es sel

oc:IRx Rt = IR

n Komponente und € und €4 seien zwei verschiedene reelle

Lipschitz-stetig in der erste
) Travelling-Wave-Losung, die €_ und €4 verbindet,

Zahlen. Dann existiert eine (isotherme

g.d.w.

i) o(eq,0) — 0- — s*(e4 —€-) =0,
E+ » .
i) [ [0(7,0)—0-—3“(r—5_)]dT:O,
1) f [0(7’,9) L 5_)] dr > 0 fiir alle € zwischen e_ und €4 .

10




Beweus:
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei e_ < 4. Sei € eine Lésung mit e(—o0) = e_ und

¢(00) = e4. Wir multiplizieren die Gleichung (7) mit ¢’ und erhalten

d 1 o
- [ 5(5/)“(Z) —H(e(2))] = 0.
Dabel sel
H(e) :/ [o(r,0) —o- —s*(r—e_) | dr .
Es folgt
S(E)(2) = HEe(:)

Solange H # 0 ist, gilt
e(2) =G (2 -7).

Sei (2, z4) das maximale Intervall um z, so dal H > 0 ist. Es konnen drei Fille auftreten:

1) Das Intervall ist endlich.

Spiegelt man die lokale Lésung jeweils um die Stellen mit ¢’ = 0 (und damit F = 0), so

erhilt man eine auf IR definierte periodische Losung. Dies steht im Widerspruch zur An-

nahme, daf ¢ fiir z — +o0o konvergiert.

2) Das Intervall ist auf einer Seite unbeschrankt.
Ohne Einschriankung sei (z_,z4) = (—00,z4). Spiegeln wir die Losung an zy, so erhalten
wir die Losung auf ganz IR. In diesem Fall wiirde aber fiir z — do0 jeweils der gleiche Wert

angenommen werden. Das haben wir in unseren Voraussetzungen ausgeschlossen.

3) Das Intervall stimmt mit der gesamten reellen Achse tiberein.
In diesem Fall ist H(e(z)) > 0 fiir alle z € IR. Da e(—00) = e_ und g(o0) = 4 gilt, ist
damit iii) gezeigt. Aus lim e(2) = €4 folgt, daB (¢4,0) Ruhepunkt der Differentialgleichung

2=+ 00

sein muB. Damit ist i) gezeigt. Da e(2) = G~'(z — %) ist, gilt

a1 R B
(1(€+)— / m,__2H(T) dT = 0.

e(z)

11




Also hat H in £4 eine Nullstelle. Somit ist auch i) gezeigt.

ng Wave-Losung, die - und €4 verbindet, die Bedingungen 1)

Damit erfiillt jede Travelll
e_,e4 € IR, die den Bedingungen 1)-iii) geniigen, eine

iii). Es bleibt zu zeigen, daB zu allen

'l‘ravollingf'WavefL('jsung existiert, die diese beiden Zustinde verbindet. Sei wieder ohne

Finschrankung e- < €+ vorausgesetzt. Es sel

€ | -
Gle) = | ———= dr mit einem € € (E-,€4).
() [ 2H (1) +)

[

Die Funktion G ist nach Voraussetzung 1ii) auf dem ganzen Intervall (e, 4 ) definiert.

Behauptung: lim G(e) = —o0 und £lil:l G(g) = oo.
£—E— —E4

) und i) folgt, daB H(ey) = H'(ey) = 0. Damit gilt in einer

Aus den Voraussetzungen 1

Umgebung von €4
2

€— €+l

|H(e) £C

Aus
| 1

o Prw|
5H(r) ~ Clr e+l

folgt dann

£4 l
/ S B, | e o
J 2H(T)
Entsprechend folgt
/ __/—1’— dr = —
2H(T)

aus H(e_) = H'(e-) = 0. Die Funktion
g(z) = G~(2)

ist somit auf ganz IR definiert, erfiillt die Differentialgleichung (7) und nimmt die geforderten

Randwerte an.
q.e.d.




2.2  EINIGE BEISPIELE

Ein typisches Beispiel fiir eine freie Energie ist

2
F(8,€,60) = Fo(6) + a1(8 — 61)e* — aze + aze® + :)/2—62 g

Im folgenden wollen wir die Aussagen des Satzes 2.1 auf dieses Beispiel anwenden.
a) Fiir Temperaturen @ < 6, sieht o wie in Abbildung 1.3 aus. Wir beschrianken uns auf den
Fall . < £4. Aus Bedingung ii) folgt o_ < 0. Die Voraussetzung ii) impliziert aufierdem,

daB die schraffierten Flichen A und B in der Abbildung 2.1 den gleichen Flacheninhalt ha-

ben. Dieses ist aber wegen der Symmetrie von ¢ nur dann méglich, wenn s% = ‘:—— - :_1: gilt.
Damit ist die Bedingung iii) automatisch erfiillt. Da ¢ ungerade ist, folgt hieraus ey = —¢_.

Die Bedingung an die Flacheninhalte A und B, ist eine dynamische Verallgemeinerung der

Maxwell (“equal area”) Bedingung.

n+4
}
(]
+
MmNy

Abbildung 2.1

b) Fiir Temperaturen in einem mittleren Bereich hat o die Gestalt, wie in den Abbildungen

2.2-2.4 dargestellt. In Abbildung 2.2 sind e_ und &4 nicht durch eine Travelling-Wave—

Losung verbunden. Zwar ist die Bedingung ii) aus Satz 2.1 erfiillt, aber da der Flacheninhalt

von C kleiner ist als der von D wird die Bedingung ii1) verletzt.

13




Wihlen wir € und e, wie in Abbildung 2.3, das heiBt ¢_ ist kleiner als in Abbildung 2.2, so
sind die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfiillt. Die zugehérigen Travelling-Wave-Lésungen

realisieren einen Maratensit—Martensit Phaseniibergang.

Da die Flichen E und F in Abbildung 2.4 gleichen Flacheninhalt haben, existiert auch in
diesem Fall eine Travelling-Wave-Losung. Hier liegt ein Martensit—Austenit Phaseniiber-

gang vor. Zu den Begriffen Martensit und Austenit siehe Falk [4 — 6] und Sprekels und
Zheng (10].

Sl

Abbildung 2.2

93 SINGULARER GRENZUBERGANG (y — 0)

Bisher haben wir die Losung noch nicht vollstandig angegeben. Die Geschwindigkeit v ergibt

sich aber aus e mittels der ersten Gleichung aus (2). Es gilt also

v(z) = v- = s(e(z) —e-) .

(8)

Zu einer Losung ¢ der Gleichung (7) erhalten wir zwei Losungen der Travelling-Wave-

Gleichungen
' =c—0o_+s(v—v-),

0=s(c—e-)+(v—v-),

je nachdem, ob wir s positiv oder negativ wahlen. Die eine Welle bewegt sich mit positiver,

die andere mit negativer Geschwindigkeit.

14
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Abbildung 2.3

Ng”’

&

MJ/

Abbildung 2.4
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Das Paar

erfiillt (als Funktion von ¢ und z aufgefafit) das isotherme System

& = Vg,

U = 0(57 0)1 = 7251:173: .

Lassen wir v gegen Null streben, so konvergieren diese Losungen punktweise fast iiberall

gegen
e, falls ¢ < st |
B(x.t) =
€4, falls ¢ > st
v_, falls 2 < st
T(w, ) =
vy, falls ¢ > st.
Es gilt

op—0- =8 (ep —€_).
Aus (8) folgt
(9) s(er — ) + (v —v) = 0.
Es ergibt sich
(10) s(vp —v_) + (74— 0) = 0.

Damit ist (€,7) eine schwache Losung von

& = Vg,

vy = o(e,0)z,

denn (9) und (10) sind gerade die Sprungbedingungen, die man aus der schwachen Formu-
lierung des obigen Systems erhélt (siehe Smoller [8]).

Bei hyperbolischen Gleichungen nennt man einen Schock zulissig, falls er Grenzwert von
Travelling-Wave-Losungen des zugehérigen viskosen Systems ist. Analog kann man einen
Phaseniibergang zulassig nennen, falls er Grenzwert von Travelling-Wave-Losungen des mit

Y2 Uypp regularisierten Problems ist.




KAPITEL 3

CONLEY-INDEX UND EXISTENZ VON TRAVELLING-WAVE—LOSUNGEN

In diesem Kapitel filhren wir gunichst den Conley-Index ein und leiten einige Aussagen

iiber ihn her. die wir in Abschnitt 3.2 benutzen, um einen weiteren Beweis fiir die Existenz
S r, die

isothermer Travelling—Wave-Losungen zu geben. Die dabei konstruierten isolierenden Um-

gebungen werden im Kapitel 4 benotigt, um einen Existenzbeweis im nichtisothermen Fall

zu fihren.

3.1 CoNLEY-INDEX

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine topologische Invariante fiir isolierte invariante Men-
e s ot o !

gen zu definieren. Diese topologische Invariante soll zum einen eine Additionseigenschaft

besitzen, die der Additionseigenschaft des Abbildungsgrades entspricht und zum anderen

invariant sein gegen zulassige stetige Storungen. Die Additionseigenschaft wird uns spater

gestatten, Existenzaussagen fir Travelling—Wave-Losungen zu erhalten. Die in diesem Ab-
statten,
schnitt behandelten Begriffe und Aussagen stammen zum grofien Teil aus der Monographie

von Conley [2] und dem Buch von Smoller [8] . Zu Aussagen und Definitionen gewoéhnliche

Differentialgleichungen betreffend siche Amann [1].
Sel nun stets

¥ = f¥)

ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen mit einem Lipschitz-stetigem

f:Q—R" (2 C IR" offen ).

3.1 Definition:
1) Eine Teilmenge J C §2 heift invariant, falls sie Vereinigung von Losungskurven ist. Eine

Menge J mit J C N C {2 heiBt maximal invariant in N, falls es in N keine grofiere invariante

Menge gibt.
2) Sei N C Q kompakt und I(N) die maximale invariante Menge in N. Falls I(N) C N,

heift N isolierende Umgebung und [ (N) isolierte invariante Menge.

17




3.2 Beispiele:
1) Eine Menge, die aus endlich vielen hyperbolischen Punkten besteht, ist eine isolierte

invariante Menge.
2) Ist ein Ruhepunkt Zentrum eines Wirbels, so ist er nicht isoliert (siehe Abbildung 3.1).

Abbildung 3.1

3.3 Bemerkung:

Eine kompakte Menge N ist isolierende Umgebung
folgt unmittelbar aus der Definition von

genau dann, wenn jeder Orbit, der ON

beriihrt, nicht vollstandig in N enthalten ist. Dies

isolierenden Umgebungen.

Um die oben erwahnte topologische Invariante zu definieren, benotigen wir Indexpaare, die

wir im folgenden einfiihren.

3.4 Definition:

1) Sei y : (a,b) — IR" die eindeutige, nichtfortsetzbare Losung des Anfangswertproblems

v =fv), v0)=7 [FEeQ.

Dann definieren wir
g-t:=y(t) fir alle t € (a,b),

.S = y(S) fiir alle S C (a,b).

<

18




2) Sei W C V C Q. Dann heit W positiv invariant relativ zu V, falls fiir alle yew
und fiir alle ¢t € RY gilt:
7-0,tfjcVv = 7F-0,t]lcw.

3) Sei N eine isolierende Umgebung und I(N) die zugehérige maximale invariante Menge,
dann heit ein Paar (Ni, N2) Indexpaar zu N, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) N1, N C N sind kompakt und positiv invariant relativ zu N,

i) I(N) C (N1 \ M),

iit) Firalley € Ny mity-t ¢ N (fir ein ¢ € R"') existiert ein ¢’ € [0,¢], so daB 7-[0,¢] C Ny

und y -t € Ng.

3.5 Beispiel:

In der Abbildung 3.2 ist die lokale Situation um einen hyperbolischen Ruhepunkt dargestellt,
dessen Linearisierung einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt. Der Ruhepunkt
selbst ist eine isolierte invariante Menge und das umgebende Quadrat ist eine isolierende
Umgebung. Ein Indexpaar besteht zum Beispiel aus diesem Rechteck als erster Komponente

und aus dem Teil des Randes, der dick herausgestellt ist, als zweiter Komponente.

Abbildung 3.2

3.6 Satz:
7u jeder isolierenden Umgebung N existiert ein Indexpaar.

Zum Beweis dieses Satzes siehe [2] .

Um den Conley-Index zu definieren, brauchen wir noch einige topologische Grundbegriffe.

19




3.7 Definition:
1) Ein topologisches Paar ist ein geordnetes Paar (X, A), bestehend aus einem topologi-
schen Raum X und einer Teilmenge A von X.

2) Das Kreuzprodukt von topologischen Paaren (X, A) und (Y, B) ist wie folgt definiert:
(X,A)x (Y,B) :=(XxY,XXxBUAxY).

3) Seien (X, A) und (Y, B) topologische Paare. Eine Abbildung f von (X, A) nach (Y, B)
(f: (X, A) — (Y, B)) ist eine stetige Funktion f : X — Y so daf f(A) C B.
4) Zwei Abbildungen f und g von (X, A) nach (Y, B) heifen homotop (f ~ g), falls eine
Abbildung

O (X,A) x [0,1] — (Y, B)
existiert, so da8 fiir alle z € X

®(z,0) = f(z) und ®(z,1) = g(z)

gilt.
5) Zwei topologische Paare (X, A) und (Y, B) heifien homotopieiquivalent

((X,A) ~ (Y,B)), falls Abbildungen
f:(X,A) = (Y,B)und g : (Y, B) — (X, A)

existieren, so daff fog ~ idiy pyund go f~ id(X,A)-

6) Die Homotopieklasse [ X, A] eines topologischen Paares (X, A) ist definiert durch
(X, A]:= {(Y,B) | (X, 4)~ (Y, B)}.

7) Sei (X, A) ein topologisches Paar. Besteht A nur aus einem Element, so spricht man von

einem punktierten topologischen Raum.

8) Sei (X, A) ein topologisches Paar. Dann fassen wir X/A als punktierten topologischen
Raum auf, indem wir im Quotientenraum X/A (versehen mit der Quotientontopologio) den

Punkt A als zweite Komponente auszeichnen.

9) Wir definieren Summe V und Produkt A von punktierten topologischen Riumen (X {xo})
und (Y, {yo}) wie folgt:

(X, {zo}) V (Vi {wo}) := XUY/{zo, 3o}

und (X, {zo}) A (Y Aw}) =X xY/((X x {wo})U ({zo} x Y)) .

Dabei bezeichne XUY die disjunkte Vereinigung der Mengen X und Y.
10) Seien (X, {zo}) und (Y, {vo}) punktierte topologische Rdume. Dann definieren wir die
Summe und das Produkt der zugehorigen Homotopieklassen folgendermafen:

(X, {zo}] V[V, {wo}] := [XUY/{z0, o }]

und (X Az ] ALY Ao} = [X x Y/ (X x {wo}) U ({zo} x Y))] .




Die Summe und das Produkt von Homotopieklassen in Definition 3.7.10 ist unabhangig von
der Wahl von Reprédsenten und damit sind sie wohldefiniert. Mit den oben eingefiihrten

topologischen Begriffen sind wir nun in der Lage, den Conley-Index zu definieren.

3.8 Definition (Conley-Index):
Sei I eine maximale invariante Menge und N eine zugehorige isolierende Umgebung. Weiter-

hin sei (Ny, No) ein Indexpaar zu N. Der Conley-Index h(I) ist dann wie folgt definiert:

h(1) = [N1/No].

In den folgenden Bemerkungen werden einige Eigenschaften des Conley-Index angegeben.

Zum Beweis siche Conley [2] und Smoller [8] .

3.9 Bemerkungen (Existenz, Wohldefiniertheit, Additionseigenschaft):

1) Die Existenz des Conley-Index folgt aus der Existenz von Indexpaaren.

2) Zu einer isolierten invarianten Menge gibt es mehrere Indexpaare. Die Definition des

Conley-Index ist jedoch unabhingig von der Wahl des Indexpaares.

3) Seien I; und I, isolierte invariante Mengen mit I} NI, = (), dann gilt

/1,(11 U 13) — /I([]) V/I(]Q).

Die Additionseigenschaft (3.9.3) wird spater benutzt, um die Existenz von Travelling-Wave-
Lésungen zu zeigen. Bevor wir nun zu einigen Beispielen kommen, sei noch eine Bemerkung

gemacht, die bei der Berechnung des Conley-Index hilfreich ist.

3.10 Bemerkung:
Es seien (Ny, No), (M1, M2) und (O1, O2) topologische Paare. Gilt

(NI,NQ)N(Ml,Mg) und M /My ~ (01,0,),

so folgt
Ny/N2 ~ (01,0:).

Das bedeutet, daf alle Elemente einer Homotopieklasse bei Quotientenbildung in Elemente

der gleichen Homotopieklasse iibergehen.
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3.11 Beispiel:
Betrachten wir nun wieder den Fall eines hyperbolischen Punktes aus Abbildung 3.2. Wir

hatten schon gesehen, daB ein zugehdriges Indexpaar aus dem gesamten Rechteck als erster
Komponente, zusammen mit zwei einander gegeniiberliegenden Seiten als zweiter Kompo-
nente besteht. Dieses topologische Paar ist homotopiedquivalent zu einem Intervall, in dem

beide Endpunkte ausgezeichnet sind. Geht man nun zum Quotienten iiber, so erhilt man

S C IR?, bei der ein Punkt ausgezeichnet ist.

N e—— o

Abbildung 3.3
Das motiviert die niachste Definition.

3.12 Definition:

. n n+1 d
1) Mit &" sei die Homotopieklasse der punktierten S™ C IR"™" bezeichnet, d.h.

2) Weiterhin seien

= PP s
=0,

- ol

Es sei bemerkt, daB 0 und 1 die neutralen Elemente der Summe V bzw. des Produktes A

von Homotopieklassen sind.

3.13 Proposition: =
Sei 7 ein hyperbolischer Punkt einer Differentialgleichung ¥’ = f(v), so daB Df(y) genau &

Eigenwerte mit positiven Realteil hat. Dann ist {7} eine isolierte invariante Menge, und es

gilt

Zum Beweis siehe Smoller [8].
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3.2  EXISTENZ VON TRAVELLING—WAVE-LOSUNGEN IM ISOTHERMEN FALL

Im folgenden sei angenomimel, dafBl
F(8,¢,62) = Fo(8) + a1 (0 — 0)e* + age® + 12-62

Die Uberlegungen in diesem Abschnitt lassen sich auch fiir allgemeinere freie Energien F

durchfiihren. Auf mogliche Verallgemeine
Wir betrachten wieder den isoth
Lésungen interessiert sind, die Phaseniibergiinge realisieren, sei 0 so

rungen werden wir am Ende des Abschnittes noch

einmal eingehen. ermen Fall, dh. § =0 € IR*. Da wir

an Travelling-Wave-

rewahlt, dafl o = IF nhichtmonoton ist. Dann entsprec
g == ni prechen die beiden monotonen Zweige von

o den verschiedenen Phasen. Gchreiben wir die in den vorhergehenden Kapiteln hergeleitet
sitets

‘leichung als System erster Ord

isotherme Gleic nung, so erhalten wir (siehe Gleichung (6))

gl Wy

(11) _
= 0(5,5)—0(5_‘6’) —se—e€-).

w =

Die Ruhepunkte des Systems erfiillen die Gleichungen

w=0,

g—o_ =58(e—¢€-)

= g(g_ﬁ), Damit tiberhaupt Travelling-Wave-Losungen

dabei sei ¢ = o(e,0) und o-
g mehr als eine Losung besitzen. Im weiteren sei ohne

existieren, muB die zweite Gleichun
Einschrinkung e- < 0 vorausgesetzt. AufBerdem wihlen wir €_ so, daBl o_ < 0 ist. Im
Fall o > 0 existiert keine Lésung, was wir schon im Kapitel 2 gezeigt haben. Ist o_ = (
existiert eine Losung. Aus technischen (iriinden schliefen wir diesen Fall allerdings aus. Es

seien
0)—o- s2(¢ —€-) hat drei Lésungen },

Il

c=inf{s € R | (e

Smin -

.= sup{s € Rt | o(e,0) —0-

smar &

s2(e —¢-) hat drei Losungen }.

1l

die drei Losungen der Gleichung (12), die fiir alle s € ($min, Smaz)
7 y Smaz

Seien £ < em(s) < €+(8)

existieren.
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3.14 Satz:

Es existiert ein 5 € (s_, 54 ), so daBf das System

eine Travelling-Wave-Losung besitzt, fiir die gilt

lim (g,w)(2) = (¢-,0)

Z—+—00

und lim (e, w) (2) = (e4(5),0).

2—+00

Beweus:
Sel A
Hie,8) = / [o(r,0) —o_ —s*(r—e_)] dr.
Es gilt
lim H(egp(s),s) >0
5N\Smin
und lim H(eq(s),s) <0.

$/ Smazx

Es seien jetzt s_ in der Nahe von smin und sy in der Néhe von spqp so gewihlt, daB
AN " , - L& O <

Smin < 8- < 84 < Smaz
(12) H(e4(s-),5-)>0 und
H (e4(54),84) <0.

1 « ¢ . o . .
Im folgend ollen wir eine Idee von Conley und Gardner [3] ausnutzen, die die Additi-
m lo g(‘n( en w A 72 . . ) . e
’ ir fithren nun eine zusatzliche Gleichung fiir s
igens . Conley-Index benutzt. Wir
onseigenschaft des Conley
eln )

= W,

™

Y] 2 f S—
(13) of = o(e,B) — ole=,0) — 5*(e — &),
¢ = pY¥(e,w,s) mit € R*.
Dabei sei ¥ el Iipqchitz‘stet,ige Funktion, die positiv sei in einer Umgebung U; von
abel sel eine Lipschit ,

i 8 U2 von (E+(S+)
(6_,0,5_) und einer Umgebung "
) und einer Umgebung Uy von (e4+(s-),0,5-). Spater werden noch ge-

,0,s4), sowie negativ in einer Umgebung

Us von (e_,0,s4 o '
‘ ) m w ten se >

V etzungen an diese Umgebungen ge acht werden. Ansonsten sei ¥ identisch
ere vorausselz 7

nau ) . ‘
(13) die Existenz von Losungen zeigen, die Ruhepunkte

Null. Wir werden fiir das System
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miteinander verbinden. Dann zeigen Wir, daB die Losungen von (13) fiir 3 gegen 0 gegen

eine Travelling—Wave-Losung konvergieren.

Fiir das um s erweiterte System wollen wir nun eine isolierende Umgebung angeben.

Zunichst sei

N(S) =

{(E,w) | e- <e<es(s), (%w2 - H(as)) <C(s), w2 0} UM_(s)UMi(s)N M(s) .

Dabei seien

M_(s) = {(e,w) | e~ €~ |+ w] <6(s)},
(

).
M+ S) 1:{(an) IIE—E+(3)|+[U)| Sé(s)}:

M(s) = {(E,UI) | %Uﬂ = H(E,S) < —H(EM(S)’S) +6(s)}-

Die Schranke & sei eine stetige, positive Funktion von s und sei so klein gewahlt, da M_(s)

und M, (s) isolierende Umgebungen fiir (e~,0) bzw. (e4(s),0) sind. AuBerdem soll §(s)
so klein sein, daB M~ (s), M, (s) und M(s)

positiv, stetig in s und erfiille

einen leeren Schnitt haben. Die Schranke C sei

C(s) > maz{0, —H (e4+(s),8)}-

Zur Veranschaulichung der Menge N(s) siehe Abbilddung 3.4 .

W

Abbildung 3.4
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Wir definieren nun

Ni= |J NG)x{s}
€ls-,5+]

M_= | M-(s)x{s}
s€[s—,54]

My= | Mai(s)x{s}
s€[s—,54]

Als weitere Eigenschaft von ¥ verlangen wir
supp¥ N {(¢,w,s) € R3 | s€[s-,s¢]} CM_UM;.

Mit dieser Wahl von ¥ sind N, M— und M, isolierende Umgebungen. Die obige Wahl von

U garantiert, daB kein Ruhepunkt mehr auf dem Rand von N liegt. Seien nun I(N), I(M_)

und I(My) die maximalen invarianten Mengen in N, M— und M.

Behauptung:
1) h(I(M-)

2)  A(I(My)
3) A(I(N) =0.

il
\g|
»

zu 1): Um den Conley-Index zu berechnen, miissen wir ein Indexpaar zu M_ finden. Als
erste Komponente wihlen wir M. selbst. Die zweite Komponente muf auf jeden Fall die

Menge

ME i {(e,w,5) € M. | es gibt ein & > 050, daf (6,w,5) -2 ¢ M- firalle € (0,71

enthalten (nach Definition des Indexpaares). Die Menge ME(s) enthalt fiir s € (s_,s4)

berliegende Seiten des Quadrats M-
(siehe Abbildung 3.5).

genau zwei gegeni (s). Fir s = s- und 5 = s, liefert

die Menge supp¥ noch einen susitzlichen Beitrag

SE(S_,S+) S:S+

Abbildung 3.5
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Die Menge ME ist aber als sweite Komponente des Indexpaares noch nicht geeignet. Wir

brauchen eine abgeschlossene Menge, die positiv invariant relativ zu M_ ist. Dies bedeutet,

daB wir den Rand der Menge supp'¥ noch hinzunehmen miissen

des Randes zu ME), sowie alle Orbits, die supp¥ aus dem Rand heraus verlassen, solange

bis sie M_ verlassen. Die so entstandene Menge ist in Abbildung 3.6 dargestellt.

(bisher gehorte nur ein Teil

S=5.. SE(S.S4) S=5,

Abbildung 3.6

Das aus M_ und dieser Menge bestehende Paar erfiillt die Voraussetzungen aus der Defini-

tion von Indexpaaren. Dieses [ndexpaar ist homotopiedquivalent zu einem Quader, bei dem

gezeichnet sind, von denen sich jewel
t aus der Homotopieklasse 2. Die

vier Seitenflichen aus Is zwei gegeniiberliegen. Bilden

wir nun den Quotienten, sO erhalten wir ein Elemen

Bemerkung 3.10 liefert dann die Behauptung.
definiert. In diesem Fall gehoren zu Mf(s) (s € [s-,54]) genau

zu 2): Sei ME analog zu 1)
¥ ist so gewihlt, daf My (s-) und M4 (s4)

zwei gegeniiberliegende Seiten. Die Funktion

keinen zusitzlichen Beitrag leisten. Das Paar
rvall, bei dem die Eckpunkte ausgezeichnet sind.

(M+,Mf) ist damit ein Indexpaar. Dieses

Paar ist homotopiedquivalent zu einem Inte

Gehen wir nun zum Quotienten iiber, so erhalten wir

h(I(My)) = 5 .
zu 3): Wir werden ein Indexpaar (N, N2) konstruieren und zeigen, daB sich Ny auf einen
Punkt zusammenziehen 1a8t. Da N einfach zusammenhéngend ist, konnen wir N dann auf
diesen Punkt zusammenziehen und haben damit die Behauptung gezeigt.

Zunichst definieren wir analog zu den Fillen 1) und 2)

NE .= {(e,w,s) € N | es gibt ein 2’ > 0 so, daf8 (¢,w,s) -z ¢ N fiir alle z € (0,2] } .

Es gilt NE C ON. In der Abbildung 3.7 1st NE durch die dick herausgestellten Teile des

Randes und durch die Mengen
Ui(s-) = {(e;w) EN(s-) | (e,w,s-) € U1}
Us(sy) = { (€, 0) € N(54) | (¢, w,54) € Us}

und
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Sas,

Abbildung 3.7
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dargestellt. Wir wollen N nun so erweitern, da$f es zusammen mit N ein Indexpaar bildet.
Dazu bilden wir zunichst den AbschluB von N und schliefen die so entstandene Menge
dann positiv invarant relativ zu N ab. Dies bedeutet gerade, daf wir die Orbits, die aus
dem Rand von U;(s-) bzw. Us(sy) laufen, hinzunehmen, solange sie in N bleiben. Die
Ungleichungen in (12) liefern, daf die instabilen Orbits, die aus dem Ruhepunkt (e_,6_)
laufen, fiir s = s_ und s = s; gerade das in der Abbildung 3.7 skizzierte Verhalten haben.
Falls wir den Triger von W klein genug wahlen, haben die Orbits, die supp¥ verlassen, aus

Stetigkeitsgriinden das in der Abbildung 3.7 dargestellte Verhalten. Wir definieren wie folgt

Ny :=NBU{(¢,w,5) € N | 3(¢,,5) € Ng und ein 2’ > 0 so, daB

(2,w,5) - (0,2'] C N und (£,w,5) - 2’ = (e,w,s)} .

Damit wird (N, N2) zu einem Indexpaar. Die Menge N5 kann man nun entlang der Mengen

M, bis Ms auf einen Punkt zusammenziehen (sieche Abbildung 3.7). Dabei seien

~—

s
My = {(e,w,s) € Ny |5 = 5_,3(¢,%,5) € Uy und ein 2’ > 0 so, daB (£,%,3) - [0,2'] C N

My = {(e,w,s) € Ny |[w>0,e>e4(s

und (£,@,3) - 2' = (e, w,s)},

Mjs = {(e,w,s) € N2 |lw<O0und e <e_},

My := {(e,w,s) € Ny |s =s4,3(,0,3) € Us und ein 2’ > 0 so, daB (£,w,3) - [0,2'] C N
und (£,@,3) - 2’ = (¢,w,s)},

Ms := {(e,w,5) € N2 |w < 0,epm(s) <e<ep(s)}
Da man N auf diesen Punkt zusammenziehen kann, gilt
h(I(N)) = [N/N,]=0.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir haben somit gezeigt, dafl
h(I(N)) =0 # T*VE' = h(I(M_))Vh(I(My)).

Die obige Ungleichung gilt, da Elemente aus der Homotopieklasse von £2 V £! nicht einfach
zusammenhéngend sind und die Menge somit nicht auf einen Punkt zusammengezogen wer-
den kann. Damit ist gezeigt, dal [(N) grofler sein muf, als I(M_) U I(My). Daraus folgt
die Existenz einer Losung (eg, wg, sg) von (13), diein N, aber nicht vollstandig in M_ UM,
verlauft. Wir wihlen (e5, wg, s3) ohne Einschriankung so, dafl gilt:

(€5, wp, sp) (0) € N\ (M_UM,).
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Da die Folge (€5, wg, sg) ganz in N liegt, bleibt sie gleichmaBig beschrankt. Da (g4, wg, sp)
Losung der Differentialgleichung (13) ist und die rechte Seite auf dem Definitionsbereich der
Losung gleichmaBig beschriankt ist, bleiben auch die Ableitungen gleichmaBig beschrankt.
Wir kénnen also eine Teilfolge auswahlen (die wir wieder mit (€5, wg, sg) bezeichnen), die

auf Kompakta gleichmaBig konvergiert (Satz von Arzela—Ascoli). Sei
(e,w,s): IR — IR’

die Grenzlosung. Die gleichmaBige Konvergenz auf Kompakta reicht aus, um zu schliefen

daf (¢, w, s) der Differentialgleichung

E=w

w' =o(e,0) — (e~ ,0) — s*(e —e-)

s§=0

geniigt. Dazu betrachtet man die zur Differentialgleichung aquivalente Volterra—

Integralgleichung und geht dort zur Grenze iiber. Es gilt s = 5 (5 € IR"). Es bleibt zu
zeigen, dafi die Grenzlésung einen Orbit definiert, der die beiden Ruhepunkte verbindet
Wir wissen

(e,w,5) (0) «— (ep, wp,5p) (0) € N\ (M_UMy).

Daraus folgt
(e,w,s)(0) € N\ (M_UM,).

Hieraus folgt, daB (¢, w) nicht ganz in M_ (5) U M4(5) liegen kann (denn dann waren M_(3)
oder M, (5) keine isolierenden Umgebungen). Solange (g,w) in N(5) \ (M_(5) U M4 (5))

liegt, ist ¢ monoton steigend. Also muf (¢, w) fiir z — oo in M4 (3) hineinlaufen. Da (g, w)

ganz in N bleibt, mufl

(e, w)(2) = (€4(3),0) fiir 2z—o00.

Entsprechend folgt
(e,w)(z) — (e-,0) fir 2z— —oo.

Damit ist die Behaupung des Satzes gezeigt.

q.e.d.

In den folgenden Bemerkungen gehen wir auf mogliche Verallgemeinerungen ein.

3.15 Bemerkungen:
1) Der Beweis des Satzes 3.14 hangt nicht von der speziellen Wahl von ¢ ab. Er lat sich

fiir alle o iibertragen, fir die gilt:
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Es existieren «, 3 € IR, so dafl

o'(e) >0 fir € € (—o0, a) U (B, 0),

o'(e) <0 fir € € (a, B) .

2) Die Techniken dieses Kapitels lassen sich mit einigen naheliegenden Anderungen benutzen,
um Existenz von Martensit—Austenit Phaseniibergangen zu beweisen (siehe die Situation wie
sie in Abbildung 2.4 dargestellt ist).

Hat die Spannung o die Gestalt aus Abbildung 2.3, so lassen sich die Methoden dieses
Kapitels iibertragen, indem man die isolierende Umgebung und die Gleichung fiir s geeignet

anpaBt, um auch in diesem Fall Existenz von Travelling-Wave-Losungen zu zeigen.
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KAPITEL 4

EXISTENZ VON TRAVELLING~WAVE—L65UNGEN IM NICHTISOTHERMEN FALL

In diesem Kapitel zeigen wir die Existenz nichtisothermer Travelling-Wave-Losungen. Zur

Erinnerung geben wir noch cinmal die Gleichungen im nichtisothermen Fall an:

=W,

™
[

(14) w' = o(e,0) — o(e—,0-)— sie—€-),
2
s | = 77 57 1
gl =L T4+ +o(e—e-)+o(e—e)+35w
K 2 2

2

Wie schon in Kapitel 3.2, s0 betrachten wir auch hier freie Energien der Form

92
(15) F(0,¢,e) = Fo(8) +0a(0— 01)e? + are’ + 12-5; mit @,z € RY.

Fiir 0 < 6, ist F' als Funktion von € ein Doppelwellenpotential, wihrend F fiir @ > 0 ein

konvexes Potential ist. In den Anwendungen setzt man in der Regel Fy wie folgt an

Fo(0) = co(—0In0 + ).

Dabei ist ¢, die spezifische Warme. 7ur Vereinfachung wéhlen auch wir diesen Ansatz. Aus

- . : . o s
der freien Energie ergeben sich die folgenden Groflen

(—)i = 2(!1(9 - ()1)6 +4ﬂg€3,

¢
(16) .5':—% :c‘ulnf)—(neg,
C
72 4 2
U=F+05- —2—53 = c,0 + aze” — arbie”.

Damit nimmt das obige System (14) die folgende Gestalt an

e =,

w' = 20:(0 — 01)e+ Aage® — - — sie—€-),

(17) 9 = Fid _('U(O — ()_) - (YQ€4 -+ (Y101€2 + (YQE?_ - (y10152_+
K
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M_—Phase M, ~ Phase

M\

Abbildung 4.1

Fiir @ < 0, ist o keine monotone Funktion von €. Es treten zwei Zweige auf, in denen o mo-
noton steigend ist, die jeweils verschiedenen Phasen entsprechen (siehe Abbildung 4.1). Wir
wollen die Existenz von Travelling—Wave-Losungen zeigen, die Zustinde aus verschiedenen
Phasen miteinander verbinden. Aus diesem Grund beschrinken wir uns mit Randdaten

des kritischen Wertes 6,. AuBerdem wahlen wir wieder ohne

auf Temperaturen unterhalb

Einschrinkung e~ < 0.

Das weitere Vorgehen ist nun wie folgt:
Zunichst werden wir die Existenz von geeigneten Ruhepunkten zeigen. Dann wird die Exi-

stenz einer Ljapunovfunktion fiir das System (17)

lierende Umgebung zu definieren.
(17) um eine Gleichung fiir s erweitern und wieder

gezeigt. Die Ljapunovfunktion wird spater

dazu benutzt, um die iso Indem wir, analog zum Vorgehen

in Kapitel 3.2, die Differentialgleichung

die Additionseigenschaft des Conley-Index ausnutzen,
e—Losung. Das Ergebnis ist in dem folgenden Satz zusammengefafit.

zeigen wir schliefilich die Existenz

einer Travelling-Wav

4.1 Satz:

Ist ¢, hinreichend groB und X klein, so besitzt d
asen miteinander verbinden.

ie Differentialgleichung (17) Travelling—

Wave-Lésungen, die Zustdnde aus verschieden Ph

Die genauen Bedingungen an z und ¢, ergeben sich im Beweis des Satzes.
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4.1 EXISTENZ VON RUHEPUNKTEN

In dem folgenden Lemma wird die Existenz von geeigneten Ruhepunkten gezeigt. Ruhe-

punkte des Systems (17) miissen neben w = 0 die beiden Gleichungen

1 ]
= — (2a1501 —daged +o_+ s (e — 5_))

20016 Py
=: fsl€)
2
g=0-+ 5 (—(Y2€4 + e + el - afyet +o-(e—€e-)+ % (e — 6_)2)
Cy
=:gs(€)

erfiillen. Wir wihlen jetzt s— und s; wie in Kapitel 3.2 (fur 0=10_).

4.2 Lemma:

Wihlt man ¢y hinreichend grof,

(..0.0), (En($), 0, (s)) und E(s), 0,9+ ()

so existieren fiir alle s € [s—,s4+] Ruhepunkte
des Systems (17), fiir die gilt:

1) e- <Em(s) < z,(s) und es gibt keinen weiteren Ruhepunkt (,0,0) mit & € [e_,E4(s)],

2) 0_,0m(s), 04 (s) sind positiv,
3) fi(e-) > gu(e-) und F1(E+(5) < 94 (E+(5))
Bewezts:

Die Funktion f, hat fiir Parameterwerte § mit % € [93,%) die Gestalt wie in Abbildung

4.2. Dies folgt, da

2

I _o-—sE-
sL”(]) fs (6)6 N 20y '
Woraus folgt
El_.u(1)1+ fs(g) = —© und 51_14%1_ Ji(g) = o0
Auflerdem gilt
lim fs(g) = —00.

Eine Kurvendiskussion von f; ergibt die Lage des Extremums und das sonstige qualitative

Verhalten von f,, wie es in Abbildung 4.2 skizziert ist. Entsprechend erhalt man, daf§ f; fiir

s mit 57 € (22,53 ] wie in Abbildung 4.3 aussieht.

€

i) Bemerkung: Es gilt
cody = 201€fs .
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Abbildung 4.2: s € [53_] 'Z_:>

Wir definieren nun fiir alle s mit s° € [52_, ‘Zf)

fr;ta::: (5) ‘= sup fS(E) .
e>0

Da wir s_ > Smin gewihlt hatten, gilt fiir alle s die s* € [59_, ?f) erfiillen

fr o (s)>0_.

mazr

Sei nun ¢, so gro, da gilt

1) supgs(€) < ftao(s) fiir alle s mit s° € [s_,gi)
e>0 E_ '

2) das lokale Minimum von g, ist fiir alle s € [s_, s;] positiv.

Diese beiden Bedingungen garantieren uns, zusammen mit der obigen Bemerkung, die Exi

=3 - LuAd=

stenz von mindestens zwei positiven Schnittpunkten von f; und g, im Intervall (e-,00)
bl |

(siehe Abbildung 4.4). Seien pr(s) < €4(s) die beiden kleinsten Schnittpunkte im Intervall
(e-,00). Dann gilt

(18) ef Em(s) > egs(Em(s)) und  fi(E1(s)) < g5(E+(5)).




——

~
lm
md
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Abbildung 4.3: 5° ¢ (2=, 53

Die Ungleichung f;(e-) > g;(e-) folgt aus Bemerkung i). Setzen wir nun
Op(s) = fs(Em(s)) = g5(Epe(s)) und 0.(s) = fs(E4(s)) = 95 (F4+(s))

so folgt das Lemma.

q.e.d.

lel 1st es emn s E B Und einen :I:lt zu “n :[En l r (E : ) d (E (5) O ( ))
l Nnser Z e + ) )6+ S
mlte]nander Verb ][det d n NdChW(,lS del I:X stenz eines S()lche“ bOlCher ()I‘blts brauch
I 1I e en
wIir, wie Schon 11T [Ot,h men a.“, A dgen ubel den COIlley I“d punk . Dab
S el e ] uss €x deI Ituhe e

folgende Lemma liefert die bendtigten Aussagen.

4.3 Lemma:

Die Ruhepunkte (e-,0,6_) und (£4(s),0,04(s)) sind fiir alle s € [s—,s4] hyperbolisch

Auflerdem gilt:
1) Die Linearisierung in diesen Punkten besitzt einen positiven Eigenwert und zwei Eigen

werte mit negativem Realteil.
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Abbildung 4.4: 5% € ls'f’_, :_:>

h({(E-,O,g_)}) = Zl )
h({(E+(5),0,84(5))}) = £

Bewes:

Wir wollen die Differentialgleichung in den Ruhepunkten linearisieren. Dazu fiihren wir die

folgenden Bezeichnungen ein

g =w
w' = o(e, 9)—— U(—é‘—,g—) - e~ 2 =: P(e,0) =: R(e,w,0).
g =2 (T4T-+o-(e—e)+ Fle ) + Fu? = Qe 0) + Fou?
Ist (£,0, §) ein Ruhepunkt, so gilt
0 1 0

RELH=|P 0 P |(0,0).

Qt 0 QO
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i

Das zugehorige charakteristische Polynom p ist
p(A) = =23+ QeA* + PA — PeQo + Qe Py .
Seien f, und g, die Funktionen aus Abschnitt 4.1. Dann gilt

P(e, fs(e)) =0 und Qe gs(c)) =0.

Hieraus folgt

P, (e,fs (€)) + Pa(e, fs(€)) fi() = 0,
Qe (£, 95(£)) +Qa (€, 95(€)) g3 (e) = 0

Diese beiden Gleichungen sind in den Ruhepunkten erfiillt. Auflerdem gilt

vs
Qy = —7(71, und Py = 2a€.

Insgesamt erhalten wir

B : vS 9 ~ S ~
p(3) = =¥ = Lot 4 P E SO M+ T2 (@) - £,(9)

Betrachten wir p in den Ruhepunkten (¢-,0,0_) und (£4(s),0 5+(3)) so folgt aus Ler
14y . aus Lemma

4.2 (Teil 3) und da s positiv ist

xistenz einer positiven reellen Nullstelle Ay. Seien Ay und A3 die weit
e : citeren

p(0) > 0. |
Daraus folgt die E

Nullstellen.

Behauptung: Re(A2), Re(X3) < 0.

Es gilt
i) MAA+A3<0,
1) Al Ao A3 > 0.

Falls nun Ao und Az reell sind, so folgt aus 1)

/\2'/\3>0,

Damit i) gelten kann, muf also
AZY /\3 < 0

erfiillt sein.

Haben dagegen Az und A3 einen echt imagindren Anteil, o gilt

dp=z+1y und A3=z—iy mit z,y€lR.
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Dann gilt
A+ A+ A3 = A + 2

und somit z < 0. Damit ist 1) gezeigt. Der Teil 2) der Behauptung folgt dann unmittelbar

aus Proposition 3.13.

q.e.d.

4.2 EINE STARKE LJAPUNOVFUNKTION

Zunichst definieren wir, was wir unter einer starken Ljapunovfunktion verstehen wollen.

4.4 Definition:

Sei
f:Q— R (Q C IR" offen)

Lipschitz-stetig. Eine stetige Funktion V' : Q — IR heift starke Ljapunovfunktion fiir

die Differentialgleichung

wenn V streng monoton fallend auf nichtkonstanten Loésungen ist.

In dem folgenden Lemma wird gezeigt, daff auf der Menge {(e,w,0) € IR® | 0 > 0} eine

starke Ljapunovfunktion existiert. Die Beschrankung auf positive Temperaturen entspricht

ischen Situation und ist deshalb fiir uns keine Einschrankung. Wir beweisen das

(15), namlich

der physikal
Lemma fiir allgemeinere freie Energien als

2

(19) F(0,6,e5) = Fol0) + OF:(6) + Fale) + 2.

Dabei sei Fy € C2(JR*) und Fy, Fy € C'(IR). Die Grofien 0,5 und U ergeben sich aus F

wie iiblich

_or
7= %
oF
S=———=- 0 (
(')0 FO()+F1()>
2
U= rios-Lel
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4.5 Lemma:

Unter der Voraussetzung, daf Fy auf keinem Intervall konstant ist, besitzt das Differential-

gleichungssystem

g =w,
w = o(e,0) —o(e-, 6_)— sie—e€-),

3 e, . .2 1 Y
g1 [—U+U_+a_(6—€—)+%(f—f-)2+§w'] |

K

auf der Menge {(e,w,0) € R® | 0 > 0} die starke Ljapunovfunktion

1[ =, = ‘ i 4
V(gwu),ﬂ) ::.S'(€,0)+-63 |i—-U+U__ +0_(€—€_)+§(6-—5_)2+§w{| .

Beweus:

Sei (¢(z), w(z), 0 (2)) eine Losung von (20). Zunéchst zeigen wir

d
sz (E(Z)’ w(z)>6(z)) S 0.

— _E 7 5
= ""U)I
. N 2
- (%) <o.
sy \ 0
Annahme: Es existieren 2, 2 € IR (2 <2') mit

(e(2), w(2),0(2) # (e(z), w(2"),0(z")),

so dafl

V (e(z), w(2).0(2)) = V (e(2'), w(z"),0(z")) -
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Dann gilt
V (e(7), w(T),0(r)) = const fiir alle T € [2,2].

Also gilt

0= —V (e(r), w(r), 0(7) = =gz (@'(r))* fiir alle 7 € [2,2'].

Somit hat man

2
s - N
g =L | U+T_+o-(e—¢€-)t ;—(5—6_)“ +-w? =0 auf [2,2].
K 2 2

Daraus folgt (vgl die Definition von V mit der obigen [dentitat)

S(e,0) = const auf [z,2].

Da
H(E, ()) = ——1‘1(/)(9) + [“1(5)

und da Fy auf keinem Intervall konstant ist, folgt

e=const und w=¢ =0 auf [2, 2]

im Widerspruch zur Annahme. Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt.

q.e.d.

Das nachste Lemma verdeutlicht die Beziehung swischen der Ljapunovfunktion V und der

Funktion H aus Kapitel 3.2. Diese Beziehung zwischen vV und H wird im folgenden Ab-

schnitt wichtig werden, um die isolierende Umgebung des nichtisothermen Falles mit der des

isothermen Falles in 7usammenhang zu bringen. Zur Erinnerung geben wir  noch einmal

an (im folgenden geben wir die Abhingigkeit von 0 explizit an)

H(e,0) = /[a(r, 6) — o — s*(r—¢e-)]dr.

€~

4.6 Lemma:

Ergeben sich V und H aus einer freien Energie der Form (19), so gilt

oV (e, w,0) = ‘lw“’ _ H(e,0) — Fo(6) — Fa(e-)0 + Fo(0-) = 0 Fo(6-) .
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Beweis:

Die folgenden Identitaten sind direkte Konsequenzen aus der Definition von V und H.

3 4 . 1
oV =05 T+T-+=(e—e) +o-(e-e-)+ S

S

2 — 52 b
— 05— F—0S+ %wz 4T 4 Gle—e )t o-(e—e)+ %wz

L

R —0R(e) ~ B+ T+ Gle—e- to-(e-e-)t Li,

Fiihren wir die Integration in H aus, so ergibt sich

52

H(e,0,5) =0 (F1 () — F1 ()] + Fy(e) — Fa(e-) ~o_(e—¢e-)- 5(6—6_)2.

Damit ergibt sich

w? — H(e,0) — Fo(0) +T_ —0F(e-) — Fale-)

=Y
<
1l

w? — H(e, 0) — Fo(0) = F1 (e-)0 + Fo(6-) — 0-Fo(0-).

1l

ol — | —

¢

q.e.d.

genden Lemmas wird benotigt, um bei der Definition der isolierenden

Die Aussage des fol
(Em(5), 0, Or(5)) auszuschliessen.

Umgebung den Ruhepunkt

4.7 Lemma:
e der Form (15) hervorgegangen. AuBerdem seien die Ru-

Sei V aus einer freien Energl
, 0, 04(s)) (mit s € [s-,s4]) wie in Lemma 4.2.

hepunkte (Em(5), 0, 0p(s)) und (F+()

Dann gilt fiir alle s € [5-,5+]

V (EM(S),O‘gM(S)) <V (?+(s)30)6+("")) )

Beweus:

Da (EM(S),O,aM(S)) und (E+(s),0,§M(s)) Ruhepunkte sind, gilt

V (EM(s),O,—ém(S)) —c, InOy(s)— F1 (Em(s)) ,

v (?+(5),0‘5+(3)) = ¢, In04(s) = 1 (E+(5)) -
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Wir erhalten
V (Eam(s) ,0,0m(s) =V (£4(5),0,04(s))
=cylin EM(S) —cyin g.,,(s) — F1(Em(s)) + F1(E+(9))

= ¢, Ing (Em(s)) — coIng (E+(s)) — F1 (Em(s)) + F1 (E4(5))

[l
1
o
|
e
N——
=

Die letzte Identitat ergibt sich aus

In unserem Fall gilt
Fi{t) = 2a4t .

Wir betrachten ¢ € (EM(s),€+(s)). Nach Definition von € (s) bzw. €4(s) und den Uberle-

gungen aus Abschnitt 4.1 ergibt sich

t>0 = f(t)>9t) = '<1—§><0,

t<0 = f@t)<glt) = t<l—§)<o.

Insgesamt erhalten wir

E4(8)
1
/ 20t (1 ~ffél—;—> dt < 0 (da 1<l ~{~> £0).

g

em(s)

Das bedeutet

V (Em(s),0,0m(5)) <V (E+(5),0,04(s)) -
Entsprechend gilt
V (Em(s) ,0,0m(s)) =V (e-,0,0-)

Em(s)

T (20 a

€

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 4.1 erhalten wir fiir ¢ € (e—,Em(s))

t<0 = f@t)>9(t) = f<§—1><0,
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Also ergibt sich
<l_(*,rl'

Im folgenden Lemma wird die w—Limesmenge (bzw. die a—Limesmenge) einer Differen-

tialgleichung, die eine starke Ljapunovfunktion besitzt, charakterisiert. Zu den Begriffen
w—Limesmenge und a—Limesmenge siehe Amman [1] . Sei
f: Q- R (Q C IR" offen)

eine Lipschitz-stetige Funktion. Die Definition der starken Ljapunovfunktion libertragt sich

analog auf den Abschluf einer offenen Menge.

4.8 Lemma:
Die Differentialgleichung
(*) v = f(y)

besitze auf Q eine starke I,_i.‘l})llll()Vrlllll\’t‘i(lll V. Sei u eine Losung von (*). Dann bestehen

w(u) und a(w) nur aus Ruhepunkten.

Beweus:
Sei up € w(u). Dann existiert eine Folge
(tk ke mit ly — 00,

so dafl
U(/k) — Up € Q

Aus der Stetigkeit von V folgt
lim V (u(tk)) = V(uo) =: Vo
k—00

da V monoton fallend auf Losungen ist, folgt

lim V (v () =Vo-

{— 00

Da t; — oo und

Also gilt
w(u) C v (Vo) -
Da w(u) invariant ist. 1aBt sich w(u) als Vereinigung von Orbits darstellen, die alle ganz in
V=1 (Vy) liegen. Weil V eine starke Lj:qmll(,vl'unkt‘ion ist. kann w(u) nur aus Ruhepunkten
bestehen. Die Aussage iiber die a—Limesmenge zeigt man analog.
q.e.d.




4.3 EXISTENZBEWEIS IM NICHTISOTHERMEN FALL

In diesem Kapitel wollen wir Satz 4.1 beweisen. Dazu erweitern wir das Differentialglei-

chungssystem (17) um eine Gleichung fiir s. Insgesamt untersuchen wir das folgende System:

e =w,

w =o(e,0)—0- — 52(6 —€_),

(21) = :L—g —cy(0—0-) — aze? + a101€? + aze? — 10,62 +

s? r
+o_(e—€e-)+ %(5 =g )2 Ew"] .

s = pY(e,w,b,5),

mit B € IRt. Dabei sei ¥ eine Lipschitz—stetige Funktion, die positiv in Umgebungen i,
des Punktes (¢_,0,0—,s-) und Uz des Punktes (E+(5+),Oy§+(s+)¢ay,8+) sowie negativ in I
Umgebungen i3 des Punktes (e-,0,0-, s4) und Uy des Punktes (F4(s-),0,04(s_),s_) ist.
Ansonsten sei ¥ Null. Die obigen Umgebungen sollen klein sein. Die genauen Kleinheitshe-

dingungen werden im Verlauf des Bewelses angegeben. Die Groflen s_ und sy seien wie in

Abschnitt 4.1 gewdihlt.

Als nichsten Schritt wihlen wir eine isolierende Umgebung. Im wesentlichen verdicken wir

dazu die Menge N aus Kapitel 3.2 in f—Richtung. Es sel

N(s) := M_(s) U My(s)U

{(e,w,0) | 525_,5§5+(s),w20,96 [

0 —6(s),0- +8(s)],A(s) < V(e,w,0,5) < D(s)}

Dabei sei 4 (s) wie in Kapitel 3.2. AuBerdem definieren wir

und " -

Wir wihlen nun ¢, so gro8, daf
(24(5),0,04(s) EN(5)
Die Grofle A soll stetig von s abhangen und so gewahlt sein, daf

V (Em(s),0 Bu(s),8) < A(s) < min (V (E+(s)’0’§+(s)‘s) V(e-,0,0-,9))

und

(M_(5)UMa(s) D (V< As)} =0




gilt. Dabei ist V' die starke Ljapunovfunktion aus dem letzten Abschnitt. Die Abangigkeit
der Funktion V' von s geben wir ab jetzt explizit an. Dafl wir A(s) so wéhlen kénnen, folgt

aus Lemma 4.7. Weiterhin soll D stetig von s abhangen und so grof gewahlt sein, daf
(M_(s)UM4(s)) N{V > D(s)} = 0
gilt. Aus Lemma 4.6 folgt nun, daf§ die Menge
{(e,w,0) € N(s) | 6 =0_}

mit der Menge N(s) aus Kapitel 3.2 iibereinstimmt (bei entsprechender Wahl von 6 und C)

und somit isolierende Umgebung fiir das System

B =,

w =o(e,0.)—0o_ —s(e—€)
ist. Wir betrachten nun die folgende Familie von Gleichungen

g =w,

(1o)

w' =o(e,0) —o_ —s*(e—¢€_).

Hangt ein System von Differentialgleichungen stetig von einem Parameter ab und hat man
fiir einen bestimmten Parameterwert eine isolierende Umgebung, so ist diese Menge isolie-
rende Umgebung fiir eine ganze Umgebung dieses Parameterwertes. Dabei kann man auch

noch stetige Stérungen der isolierenden Umgebung zulassen (vgl. Conley [2], Kapitel 4). Es

folgt also die Existenz eines 3(5), so daff die Mengen
N(s)n{o= i}

fiir alle

0 € [0‘ _3(5)’ 0 +3(s)]
isolierende Umgebungen fiir das System (/5) sind. Wir definieren nun (vgl. die Gleichung

fiir die Temperatur in (21))

9
; s®
T(e,w,s) := —grgE” + a0e? + age? — arbhe? +o_(e—e-)+ 7(5 = 5—)2 o iwz.

Als zusitzliche Bedingung miissen wir nun ¢, so grof wihlen, daB fiir alle (¢, w) mit
(e,w,0 £ 8(s)) € N(5)

die Ungleichung

(22) IT(E,U}, b)I < CUE(S)
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erfiillt ist. Jetzt betrachten wir das Systen

™
I

-w,

12

(23) W' = o(e,0) —o- = s*(e —¢-),

g = % [co (8 —0_)+ T(e,w, s)] .

Nach Definition von 7' ist dies gerade die Differentialgleichung (17). Wenn wir nun I klein
wihlen, so ist NV(s) eine isolierende Umgebung fiir das System (23). Um dies nachzuweisen,
untersuchen wir das Verhalten am Rand (siehe Bemerkung 3.3). Betrachten wir zunachst

den folgenden Teil des Randes
{(e,w,0) € N(s) | 0=10- + 6(s) oder 6 =6_ —E(s)} .

Aus (22) folgt, daB durch diesen Teil des Randes die Orbits echt in N'(s) hineinlaufen. Dieser
Teil des Randes erfiillt also die charakterisierende Bedingung aus Bemerkung 3.3. Da die
Mengen

{e,w,0)eN(s) | 0= 7} (7€ Jo- =3(s),0- +3(5)))

isolierende Umgebungen des Systems (1;) sind und somit die Charakterisierung isolieren-

2. & 1 ‘ol o P 1] N : S sat I » Teq G
der Umgebungen aus Bemerkung 3.3 erfiillen, folgt, daf fiir kleines I der restliche Teil des
Randes der Charakterisierung aus Bemerkung 3.3 geniigt (Stetigkeitsargument). Da der
Parameter s in dem kompakten Intervall [s_,s+] variiert, konnen wir die Kleinheitsbedin-

gungen an X und die Bedingung an ¢y gleichmaBig fiir alle s € [s_,s4] stellen.

Es sel
Ni= |J N x{s)
s€[s-154]
i) Behauptung: Falls die Umgebungen (Us)i=1,..,4 hinreichend klein gewihlt sind, ist A eine
isolierende Umgebung fiir die Differentialgleichung (21).

Die Mengen (U;)i=1,..,4 seien so klein gewahlt, daf
Un i, w8, |s€ [s_,s4]} CN.

Wir zeigen, daB alle Orbits, die durch den Rand von A laufen, nicht vollstindig in A liegen
(Vgl. Bemerkung 3.3). Da N(s) isolierende Umgebung fiir das System (21) ist, bleibt nur

noch etwas fiir den folgenden Teil des Randes zeigen
{(5“ “1'()‘,‘,‘) € N | §=.5_ ()(l(‘l‘ S = S,{_} ¢

Durch die Definition von ¥ und A" haben wir erreicht, daB in diesen Mengen kein Ruhepunkt

liegt. AuBerdem verlassen Losungen, die durch ¢;(i = 1,..,4) laufen, N entweder fiir z

wachsend oder fiir z fallend.
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Annahme: Es existiert eine Losung (¢, w, 8, s), fiir die (¢, w,,5)(Z) € N (s-) gilt (mit einem
Z € IR) und die N nicht verlaft.

Nach den obigen Bemerkungen liegt diese Lossung ganz in N(s_) und ist Losung von (21)
mit s = s_ (da der Orbit mit den i; einen leeren Schnitt hat). Das System (21) besitzt eine
starke Ljapunovfunktion, woraus folgen wiirde, daf (e(2), w(z),0(z)) fir z — +oo gegen
Ruhepunkte konvergieren miissen (Lemma 4.8). Das steht im Widerspruch dazu, daf die
Menge {s = s_} NN keine Ruhepunkte enthilt. Analog argumentiert man fiir s = s,.
Damit ist die Behauptung i) gezeigt.

1) Behauptung:
h(I(N))=0.

Es sel

NE .= {(e,w,0,5) € N | es gibt ein 2 >0 so, daB (e, w,0,s) -z ¢ N fiir alle 2 € (0,2'] } .

Es gilt

NE CON.
Die Menge NZ muf auf jeden Fall in der sweiten Komponente eines Indexpaares zu A
enthalten sein. Wir wollen nun NE so zu einer Menge N erweitern, daB (N, N3) ein
Indexpaar ist. Analog zum isothermen Fall, miissen Teile der Menge

{(e,w,0,5) € N | s=s_ oder s= 54}

zu Ny gehoren. Die Mengen Uyn{s = sy} und Us N {s = sy} sind in NE enthalten. Der

Rand dieser Mengen mufl auf Girund von Bedingung i) aus der Definition von Indexpaaren

zu Ny gehoren. Wihlen wir 1 klein, so verlassen die instabilen Orbits zu (¢-,0,0_,5_) die
Menge N durch M (s-) bzw. Ma(s-) (dies ist fiir (I_) richtig und folgt hier auf Grund

der stetigen Abhingigkeit der Losungen von einem Parameter). Dabei seien M;(s_) und

Mas(s-) entsprechend zum isothermen Fall definiert. Wa

dies auch fiir alle Orbits, die den Rand von U verlassen. Beim Ruhepunkt (¢_,0,0_,s4)

hlen wir nun i klein genug, so gilt

gehen wir analog vor. Die Menge

No = NEU { (e, w,0,s) € N | 3(?"1[5,?) € W und ein 2’ > 0 so daB
(?,Tﬁ,a,f) (0,2') C N und (€, W, 0,5) -2 =(c,w,0,5)} .

enthilt diese oben beschriebenen Orbits. Jetzt liegt die gleiche topologische Situation vor,

wie im isothermen Fall. Die Mengen A und N sind nur in f—Richtung verdickt. Durch

Kontraktion ziehen wir die Menge auf das @ = 0_ Niveau zusammen. Gehen wir jetzt zum

Quotienten N[N, iiber, so erhalten wir analog zu Kapitel 3.2

h(I(N)) = V/N2] = 0.
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Wie im isothermen Fall zeigt man mit Hilfe von Lemma 4.3:
h(I(M_))=x? und h(I(My)) =%t
Aus der Ungleichung
BNV = T # 52 VE! = h(H (M) VA (I (M)

folgt die Existenz einer Losung (£, wg, 05,55), die in N liegt, aber nicht vollstindig in

M_ UM verlauft. Fiir diese Losung gelte ohne Einschrankung
(eg, wp, 0, 5p) (0) EN\(M_UMy) .

Wie im Kapitel 3.2 schliefen wir auf die Existenz einer Teilfolge, die gleichmafig auf Kom-

pakta gegen eine Losung (¢,w,0,s) des Systems

E=w

' =gfg, By —0- = sie—e€-)

S
Il

9 = i ——CU(9 — 0_) - (Y264 +(¥19152 + 0251 — (‘119152_-}-
K

s 2, 1 9
+a_(5—6_)+7(5—5_) + 5w

s§=0

konvergiert. Es gilt also s =5(5 € R). AuBerdem gilt

(e,w,8,5) (0) eEN\M_UMy).

Damit kann die Grenzlosung nicht konstant sein. Da fiir das System (17) eine starke Ljapu-

novfunktion existiert, muf (&, w, 9) (z) fiir z — 400 gegen Ruhepunkte konvergieren. In der

Menge N (3) liegen nach Definition nur zwei Ruhepunkte. Diese beiden Ruhepunkte sind

(e-,0,0-) und (£+(5), 0, 0 (3)) -

Daraus folgt die Behauptung des Satzes 4.1.
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